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　23．箪衛軍均と，獲鍮の二乗の和と．まつ吾々は一定量xを反複測定する最も簡
愚な場合を考へることとし，n回の測定の個々の結果として，　Xi，　X2，　X3……
κ，、といふ値を獲たと假罰する．さうすると，つまり
　　x＝x17　　　　　sc＝x2，　　　．　x＝x3”一’’’’’’’’’’”x＝筋6
といふ式や，叉は
　　x－x1＝・　O，　　κ一軸；0，　　0c－sc3＝O…………一・x－x，、　＝　O　　（1）
といふ式を得たわけだから，そこで，問題は，「これ等の式から，如何にしてκの
最良の値を求めるかといふことにある．
　ついては，まつκを不可決定の量と考へ，：或る假定の下に，このκに任意の
値を與へ，それと，各測定値との差をプ1，r2，　r3，……rnと書いて見ると，
　　pa－sc1＝rl　　　x－pa2＝＝r2・・・・・・・・・・・・…　一一・x－x71＝＝rn　　　　　　　　　　（2）
次ぎに，これらの差の二心の和をΩとすれば，
　　　Ω＝r12十r2£十……十r7’t2
　　　　・＝nx2－2（Xl＋加＋……＋sc7、）　x＋sc12＋sc22＋……＋Xn2
これは諏の二乗の：方程式であるが，初め“任意”として置いたκに封して，今
藪で或る制約を加へ，即ち，Ωが山骨るだけ最小値となるやうにκを定める．
これがためには，Ωをκについて微分して，其の結果を0と置く：
　　　　艦21…・（・・＋・x2＋一・櫛）＝＝・
故にジ　　　　　κ＝挺＋x2＋…”’＋sc，・　　　　　　　　　　』（3）
師ち，“これ等の測定値の最も良ささうな値は，個表の測定値の雫均である”と
いふのが，この問題解決の原則である．
　24・公算誤養．元気，すべて天文の急雨偉誤差を件ふものなのだから，その
観測の信用について何等かの表現が必要之なる．これがために，まつ藪にθと
いふ量を考へ，観測の場合に起る誤差が，θよりも大きくなるか，小さくなる
かとV・ふチャンスを研究する．若し此のチャンスが大小五分kkである場合に
は，このeを公・算誤差（Probable　error）と呼ぶ．
　Xに封ずる測定値κ1が，公算誤差eを有つといふ判断（帥ち，Xの眞の値
が，‘Xlに比べて，　eだけ違ってみるといふ判断）は　X＝・X1±e　といふ形で言
ひ表はす．51Pち，これは，例へぱ，．4回の測定のうち，　xがx一eとXl＋eと
の限界以内にある場合が2回，又，その限界以外にある場合が2回あることの
　ち意味である．從って，横軸線の上に，κの値をグラフとして表はし，公算誤差『
の値を其の爾側に取れば，
　　　　　　　　　　　　l　　　　i　　　　l
　　　　　　　　　　　　－e　　　　　O　　　　　十e
部ち，0黙は採用されたxの値を表はし，＋eと一eとば其の爾側に現はれ
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る．ざうすると，xの値が起る4っの場合（チャンス）は
　　　　　　　　　　　　　羅劇
で，これが皆野等しいのである．
　この全理論に於いて，下記の5問題が最も基本的なものである，
第1問題
（4）
Xの公算誤差をteEした場合，mxの公算誤差を求む．．但しm
は恒藪である．
　若しも，XがX－eとX＋eとの間にあるならば；mxはmx－meとmx＋
meとの間にある筈である．故に，　mxが此の範園内に含まれるチャンスは，　X
がX－eとX＋eとの間に含まれるヂャンスと同じである．從って，
　　　　　　　　　　mxの公算誤差＝±me　　　　　　　　　　（5）
この定理は，mが1より大きくても，小さくても，成立する．
　定義　猫立値（lndependent　value）とは，その一つの探用数値が，他の敷
値の判断に影響しなV・場合を云ふ．
　第2問題　興へられた若干の猫立値g1，　q2……g、の公算誤差を，それぞれ
el，　e2……e）、とした場合，其の和の公算誤差を求む．まつ下の如く定める．
　　　　ノqi＝qiの眞の（未知の）値．　但し，　i＝1，2，……n．
　　　　Q＝。　ql十g2十……十9n　・＝與へられたもの．
　　　　　　ノ　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　ノ　　　　Qt＝＝　gi十92十……十9pz＝眞の（未知の）和。
さうすると，
　　　　ノ　　　　　　ヒ　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
　　　　gn　－　ql　凱　士el　　　　　　　　　　q2　－　92　＝　±ε2　・・・…　　．・・．，・　9n　－　qn　＝　　土en・
学名ち，この各式に於いて，左邊の絶封値がeよりも大きV、か，小さいかは，
五分々々である．そこで，これらの総ての式の和をとれば，
　　　　eLρ＝士θ・士e2土……士伽
これを2　rtすると，
　　　　（Qt－Q）2　・　el＋e塁＋……＋e鎖±eI・e、・　1　ei・es±……±e・一］　e・］
しかるに，eは正負共に同じチャンスであるから，この式の右邊の｛｝’内の各項
の和は，正負共に同じチャンスであPて，從って，この和の公算亭均値は0と
なり，式の右邊の最：も公算的な値はel＋考＋……＋鴫となる．故に，9「一ρ
の最も公算的な値としては，
　　　　E・ρt－Q＝T／（e？＋e；＋　・・・…　＋di，）　　　　　　（6）
（但し，Eは和Qの公算誤差である．）故に，下記の定理を得る：
　言立値の任意数の和の公算誤差は，個々の数値の公算誤差の二乗の和の李方
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　根に等’し．
　第1問題と第2問題の結論に違ひがあるやうに見えるのは，第2の場合の畠
物が各々猫回してみるといふ前提から起るのである．
　第3問題　若干の三三値から成る一…次函数の公算誤差を，個々の三値の公算
誤差で言ひ表はすこと．
　個々の二値と，その公算誤差とを，下の如く定める．
　　　　　　　XI±ei，　　露2土ε2，　Xs士er）…………
そして，一次の画数を
　　　　　　　X＝＝＝　αXl　十　bXL7　十　CXr，　・・・・・・・・・…
とすれば，第1問題により，
　　　　　　　a．Xlの公算誤差　＝±ael
　　　　　　　ゐ兜〃　　〃　　　＝＝±be2
　　　　　　　cnc3　t／　f／　＝　t：csc，g
叉，第2問題より，
　　　　Xの公算誤差　＝1／（α2苛十ろ2　el十。2購十・・……・）　　　　　　（7）
これが，求むる結果である．
　第4問題　皆同じ公算誤差を有つ若干の猫立値の算術卒均値の公算誤差を求
むるtと．
　m個の数値Xl，　X2…………Xmの算術手均は
　　　　　　κ1個口’…’＋迦＝⊥＋運L＋＿＿＋一堕
　　　　　　　　　m　m　　　　　　m　mとVAふ一一…次：方程式であるから，第3問題に於いて
　　　　a＝b　＝　c＝　，．．．．，，，．li．．　＝　一）　ei　＝　e2　＝：　e3　＝＝　．’y’d’”’，，　＝＝　e
　　　　　　　　　　　　　　m
と置けば，（7）により
　　　　　　　公算継㍉／要▽㌃一　　　　　（・）
故に，同一歎値の若干の糊測の平均結果の公算誤差は其の回敏の手方根に逆比
する．
25・重み患二けた畢二二　多歎の結果の算術手均は，その結果の一つづつに特
に輕重の二二を附ける理由の無い場合の，最も公算的な値であるが，しかし，
若しも其のうちの詰る結果が他のものよりも小さい公算誤差を有ってみる場合
には，最後の結論を得るため，かういふ値を特に重要覗すべきものであること
は明らかである．一この場合，如何にし七最：小二乗法の原理を改めるべきか
を知るために，まつ，今，輿へられた結果をXl，　if2……Xnとし，これらを皆
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個々別々の結果と考へすに，この各々がそれぞれ同じものの幾つかの不均値で
あると考へるとすると，即ち，
　　　　　　　XIをMI個の観測の李均僅
　　　　　　　sc2を～π2〃　ノノ　〃
　　　　　　　　v・・をM7zゲ〃　?
さて，吾kが探るべきは，元の結果の李均値なのであるが，～量れらの和を作る
ため，Xlはnll個の数値の卒均である故に，これらの和はMIXIでなければ
ならぬ．故に，lnlXI，　M2x2一……等の総ての積の和が，元の結果の総和となり，
その観測の総歎はnll，1112……等の和となる，故に，．求むる不均は，
　　　　　　　・一・＝鵬舞吉饗≒≒；三；鴇伽　　　（・）
この式に於V・て，係数mを“重み”（Weight）と呼び，結果を，κ1，κ2・・…・頭n
の“重みを附けた手鉾値”（Weighted　mean）と呼ぶ．
　　　　　　　O　　　　sc1　　　　κ2κ3　　　　Xi　　　Xn　　　X
この“重み”のある尋均値の観念は，機械的には類似がある．若し上品のOX
軸の上にXl，κ2……等の値を置けば，0からXまでの総ての測定値の算術雫
均は，XI，κ2……等が皆同じ重みを有ってみると椴定した場合の，0黒占から此
等の貼の重心までの距離に相當する．若し此等の黒が異る重みを有ってみると
すれば，：重心の位置は，つまり諸丁丁に：重みを附けた亭均値となる．
　i若し総てのmに皆共通の係藪を乗じたならば，その結果として，mの値は
其れによって攣らない～二とが明らかである，故に，それぞれの襯測数に比例し
た数を重みとして採肝して宣い．言ぴ換へれば，槻測歎を共通の係数で乗除し
て，重みを求めても宜いわけである；一般に，重みは，下記の如き符號で表は
される：
　　　　　　　　　　　　　　フユタ　　　　け　　ロ　ゼゆびゐ
　26・公算誤差と重みとの閣係　前節の（9）式では，κ1，〃2，x3……の各々が依存
する槻測歎Ml，　M2，1713……が興れそれ重みとなってみるが，若し観測歎の代
りに，・各観測（又は測定群）の公算誤差が與へられてるるとすれば，求むべき
最絡の結果は，各槻測の回籔とは關係せすに，むしろ此等の公算誤差に依存す
べき筈となる．　　　、
　前の第4問題に述べた通り，任意の回数の槻測の公算誤差は，（若し其れが各
k同じ精度のものならば，）その観測藪の4方根に逆比例する．若しeoを一つ
の観測の公算誤差とすれば，m個の観測の亭均値の公算誤差はe　＝＝　eo／／茄で
あるから，
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　　　　　　　　　　m＝θ1／♂　　　　　　　　　　　　　（10）
この結果は（8）の逆であって，帥ち，或る一定の公算誤差を断つべき結果に封
して必要な概測の回歎は，その誤差の『二：方に逆比することを示す，故に，若し，
　　　　　　　　　　Xl，　x2，’”・山……x71
とV・ふ各結果が，　　θ1，e2，…一1…：en
とV・ふ公算誤差を有つべきためには，先づ或る標準的な襯測の公算誤差をe⑪と
し，其の重みを1とすれば，
　　　　　　　ωi　・・　el／el，　tVL）＝e言／et，…………w。　＝　・1／／・鶏　　（11）
が，それぞれの観測回藪であり，こうした観測結果の山郭値が，所要の公算誤
差を有つこととなる．但し，こ玉で，wは，整数たる必要はなく，叉，2桁以
上であるとか，或は1コンマ幾らと言ったやうな数で言ふことも要らない．
　具燈的な一例として，：旧る時期に於ける星の雫均赤緯の秒（角）の桁を，各
所の天丈墓で測った結果と，それぞれの公算誤差とを，下の如しとしゃう：
　　　　　　　ノノ　　　　　　　ノノ　　　　　　　　　ノノ　　　　　　　　　 ノノ　　　　　　　　　ノノ　　　　　　　　　　ノノ
　　　　　　　δ　＝＝　　3．1　　　　　3．7　　　　　2．9　　　　　3．2　　　　　3．7
　　　　　　　e　＝：　＝圭＝0．22　　　：ヒ；0．25　　　＝±＝0．18　　　±0．13　　　±0．40
便宜上，eo・＝±0．”50を標準観測の公算誤差と假想すれば，（9）と（11）とから
　　　　　　　　　　　　　2?
ー???」??
e威
ノノ
0．048
0．062
0．032
0．017
0．160
????碗δ乞　ノノ
15．5
14．8
23．2
48．0
7．4
　　　　　　　　　　34　108．9
重みを附けた不均値：＝108．”9÷34箒3ノ’20
寒熱丈競麹けた牟・塑公職説求めるこE・
　重みを附けた画幅とは，或る若干回の標準槻測の平均と見て宜いわけだか
ら，その公算誤差は（8）によって得られる．その撒とは，討ち．
　　　　　　　ω1＋ω2＋……1・’…＋飾鵡ゲ　　　．　　　　　　（エ2）
故に，Xの公算誤差とは
　　　　　　　e＝：　eof／M’　（13）
帥ち，重み1を有っ假想観測の公算誤差を，重みの漏のZls方根で除したものゼ
ある．
　これと同様な結果は，第3問題からも巧妙な方法で得られる．重みのあるZF
均値は，午均を執る数量の一次三歎であって，その係数は
　　　　　　　　　α＝ω1／肌　　　ろ　＝zσ2／砿等々
であるから，これ等めσ，b等の値を（7）に入れ，：叉，場81等の値を（11）か
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ら探れば，
　　　　　　　　　　　　　　　　el＝θ霧／Wi
となる．故に，公算誤差は，（13）式になって了う．
　．27．重みが皆それぞれ異なる場合に最小二乗法の原：理の攣形すること．
　球る若干量の重みある亭均値を採る場合に，残鯨の平方の和がもはや最小に
ならないことは，これが重みを附けない場合と違ふことからも明らかである．
然らば，これが最小となるやうな適當な酌；数を求めるためには，まつ重みを附
した三二値を執るべき歎量を．前記の如くXl，〃2……Xnとし，其の公算誤差
をel，82，……enとすれば，それぞれの：重みは
　　　　　　　wi　＝　ef“’，／e？，　t｛72　＝　e：’，／e．1；，…’・・’・・　w．　＝　eZ’feZ　（14）
若し，（1）又は（2）に
　　　　　　　．y／tvi　＝　eefei　v／wu，　＝＝　eo／eLi　’’’’’’’”　／w’n”　＝＝　eofen　（．15）
の係数を乗ずると，（5）により，積の公算誤差1／砺κ1，γノ函κ2，………1／痂筋zは
皆eoに等しい．この乗法を（2）に鷹取すれば，霜融は1／砺r1，1／砺r2……と
なり；・これらの積の二乗の和，師ち，
　　　　　　　wi　r7“＋tv，　rl，＋‘’一”‘＋　w．　r，“：　＝9　．（16．）
～これが最小となる筈である．若しrl，　r2……の値を（2）から採り，　xについて
微分して，それを。と置けば，’
　　　　　　　　　　wl　（x－xl）　一t一　Wz　（x－xz）　＋　’，，’，．　＝O
これから，XI，〃p．……等の重みを附したものの一直値として，　Xを得る．’
　2＄．激量の整頓．
　一群の測定値が威り立つやうな論る画意が豫め知れ℃漏る場合が診る．例へ
ぼ，若し水羅面に於いて，0黙が種々な方向のA，B，　C……K：の諸顯に：園ま
れてるる場合，∠AOB，∠BOC，∠COD・・…1∠KOA等を測り，最後には元の
方向に二って來たとすれば，これらの角¢）和は360。であるべきである．若し
測定に誤りが無ければ，これ等を皆加へれば，和は精密に360。となるべきだ
が，若し此の和が360qとならすに，∠だけ違ってゐ多とすれば，∠は穂ての測
定誤差の代籔和であること明らかである．そこで，問題は，個々の測量値に如
何なる修正値の一組みを加へれば，和が360。になるかといふことである．これ
を求めるには，この要請される條件を漏たすために，測定値を適當に加減する
のであって，此の乎臨きを整頓（Adjustment）と呼ぶ．
　若し此の測定が皆同じ重みのものならば，整頓法は次ぎの通りである．即ち
al，β2∵…・4。を各kの角度の測定値とすれば，
　　　　　　　　　　d　＝　ai　＋　a2　十　，．・…　　＋　aca　一　3600
が誤差の和である．故に，最も確からしい整頓は，総ての角へ，公干に誤差峯
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分けるごとである．帥ち
　　　　　　　　　　　　　　　a　＝＝　dfn
とすれば，個々の角の最後の値は
　　　　　　　　　　ai　一　S，　aL）　一　St　．．，．．．，，，，．，　an　一　E
であって，との和は360。となり，要請された條伴を満たす．
．若し重みが皆等しく無ければ，llケの測定値
　　　　　　　　　　alr　a2t　a，p，　，．，h，．，td．，．　cvn，　’
の：重みを，それぞれ
　　．　tVl）　WLIt　IV，n，　””’’”VH　Wn
とし，禽，叉，修正値を
Clek－
　　　　　　　　　　hl，　h2，　hs　’’’’’’’’’’”　h・n
とした場合に，これ等の和は
　　　　　　　　　　hi　＋　hz　＋　hr，　＋　’’””’’””　hn　＝：　d　’
とV・ふ條件を干たすべきであると共に，一般原則によって
　　　　　　　　　Ω・・　Wlん1＋”蝿＋一一・…＋ω諦，
が，出來るだけ小さくなければならぬ．故に
　　　　　　　tvlhl　dhl　十　tvlhL）dhL，　十　’’’”‘‘’’’”　十　w，i，hndhn　＝　o
とV・ふ式を漏たす総てのdhが，叉，
から，、
　　　　　　　　　　dhi　＋　dh2　＋　’：’”‘”・’s．　＋　dhn　＝o
（17）
（18）．
（17）を微分した式を満たすべきである
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）
この，いろんなhの如何なる小攣化に封して＄，此等の式が成立しなければな
らぬ．これがため，まつ（19）式に，不定丁丁λを乗じ，其の積を（18）から
減じて，
　　　　（tvihl－」［）dhi・＋　（tvzhL）一Z）　clhL）　＋　’’’’’’’’’’”　＋　（q，nhn一？L）　dhn　：　o
この式が，dhl，　dh2等の如何なる値に封しても成立するためには，
　　　　　　tvihi　一　7一　＝　o，，’　wL7hL7　一Z＝o）　．，＋．，，，，，，．．　tv7ihn　一Z＝o
都ち，・　　　　　　助ゐ1＝・tVL・h2　＝…………＝tV，、hn　＝　・　？L
灘　灘｝．　　（・・）
此等の値の和を一dに等しいと置けば，
　　　　　　　　．　一d　　 　 　’u＝Tt；一＝：＝一k，，，，，．．一’　（21）
　　　　　　　　　　　wl　tvL）　tvn
これを（20）に入れると，整頓のための修正値hを得る．
　との場合，重みが0といふ測定値（皇口ち，測定が全く無債僚といふもの）が
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あると假記して，この式の形を注意して見るととは，興味があり，叉，教へ
られる所が多い．今，例へぼ，Wl…oとして見ると，（21）から，1＝＝oとなり，
（20）から，碗出碗＝……hn＝Oとな夢，只bのみは不定となる．しかし，（20）
の代りに（17）を用みれば，hl・：一Aとなる．部ち，かうした特殊な場合に於
いては，不完全なltを決定するために，止むを得す，他の凡ての測定値から
其れを導き出すといふわけなのかが，尤も，それは前から豫期され得る，高然
のととである．
　　　　　　　　　　　　　第2課　公算誤差の算定
　29．　公算誤差と勾匡≠勾言奨差
　上記の理論では，公算誤差といふ激値を，初めから與へられたものと假定し
たが，次ぎには，これに關蓮する種々の定義や，その算定方法等を考へる．こ
の問題の基礎は下の通りである：　　　　　　　　　　　　’
　（1）開脚に言ふと，誤差（Error）とは，観測値と維甥学田値との差であるが，
絡封弾正値なるものは，決して實際に知り得なV・数量だから，吾kが誤差と考
へるものは，要するに，吾々が（何等かの方法で）決定し得る最良値と，個々
の襯測値との遠ひに外ならぬ．罵る場合には之を岬町（Residual）とか，残差
（Deviation）とか呼．部が，しかし，「ヒ記の限度に置いて，普通に‘‘誤差’7と呼ん
でも，．何の誤解も起らなV・．
　（2）前記の定義により，公算誤差とは，如何なる場合にも，響町値が其れよ
lP大きい誤差と，小さいのと，等分に起り得るものとして定められる、しかし
前にも述べた通り，大小等分に起り得るeを採らないで，それとは蓮つた公
算（Probability）を有つ誤差の値を用みても差し支へない理屈である．『例へば，
3一浮Pのチャンスが起り得る誤差を探っても宜い．この場合には，公算論の言葉
を繍・ば澱差押る癬動翻す舩鄭÷である・・言ふ浬屈は
全く同じで，只，公算誤差といふ言葉の意味が攣っただけである．
　（3）吾々は・公算誤差と，二二の誤差との直別輩知転なければならぬ．實際
の誤差とは，或る観測列に於bて，實際に得る残絵の数値を言ふのであるが，
公算誤差とは，それ以上叉は以下の公算が一定してみる如きものを言ふ．故に
三際の誤差は，公算誤差より大きいことも，小さいことも有り得るが，しかし
永い問の大局から見ると，この二種め誤差は，互ぴに無二係ではないのである．
　（4）三島誤差（Mean　Err。r）とV・ふ言葉が，いろいろな意味に用ゐられるこ
とがあるから・誤解があってはならぬ・一般に・fつかの数値の’‘物”とは
それ等の代山回を数で除した商であるが，若し此の意味で用みると，回る’一nv
の歎値と，其の準均値からの差の李均は常にαであって，この言葉は意味の無
V㌔ものとなる．（績く）
